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摘 要 本文对Wong和Morris提出的一种基于划分搜索空间的局部搜索多初始点选择的新策略—

划分策略进行了严格的理论分析.文中定义了划分类的均匀性偏序关系，定义了划分类的平均划分性能

和最坏划分性能两个性能标准，证明了对于任一个实例，划分类越均匀，相应的初始点策略性能就越好，

给出了作为最优划分策略的均分策略的性能上下界，完整彻底地解决了对划分策略的评价问题.
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Abstract       This paper gives a thorough theoretical analysis of a new approach to choosing multiple

initial points in local search, namely, the partition-based strategy proposed by Wong and Morris in

1989. First，a partial order in partition types and two performance measures of the partition-based

initial point strategy, i. e.，the expected and the worst performance of a partition type, are defined.

Second, it is proved that on any instance，the more uniform the partition type，the better the per-

formance of the corresponding initial point strategy. Third, the lower and upper bounds to the per-

formance of initial point strategy based on the even partition type，the best of the kind, are given. It

is concluded that the partition-based strategy is not a promising approach to choosing multiple initial

points in local search.

Keywords  Combinatorial problem, algorithm analysis，local search, initial point strategy.

1 简 介

局部搜索(Localsearch)是一种求解组合优化问题的通用和实用的启发式方法.早在70年代，Lin和

本文1996-01-16收到，修改文1998-05-04收到.本课题得到国家自然科学基金、国家攀登计划和国家863高科技基金
资助.贺思教，男，1968年生，获博士学位，主要研究领域为组合优化问题、局部搜索算法的实验设计与分析.卢旭光，

男，1955年生，获博士学位，副教授，主要研究领域为数学物理方程、计算数学.张 钱，男，1935年生，中国科学院院

士，教授，博士生导师，主要研究领域为问题求解、人工神经网络等人工智能基础理论.
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Kernighan用局部搜索技术近似求解旅行商间题(Traveling salesman problem)['〕和图划分问题(Graph parti-

tioning problem)[2〕取得了成功，引起了研究者对局部搜索技术的广泛关注[37. 9o年代，Selman["1、顾钧(J.

GO I']、黄文奇[‘〕等多位学者用局部搜索技术求解可满足性间题(Satisfiability problem)取得了引人注目的实

验成果.近些年来比较流行的模拟退火(Simulated annealing)、禁忌搜索(Tabu search)、遗传算法(Genetic al-

gorithm) ['〕等启发式方法均可看成是局部搜索方法的进一步发展.此外，局部搜索技术与连续问题最优化方

法也有深刻的联系.局部搜索在方法上的一般性和应用上的有效性促进了人们对它进行深入研究，邻域设计、

多初始点选择、邻域搜索方式、停止策略以及有关的复杂性分析均成为研究中的重要内容[[3.8]

    由于局部搜索方法在理论和应用上的重要性，对此技术所做的任何通用改进都是非常有意义的.其中，关

于多初始点的选择，常用策略是均匀随机策略，即从搜索空间中按均匀分布独立重复选取多个初始点.1989

年，贝尔实验室的Wong和Morris提出了一种基于划分搜索空间的选择多初始点的新策略— 划分策略，证

明了使用同样数目的初始点，在任一个实例下，任给搜索空间的一个划分，基于此划分的划分策略的性能优于

基于同一划分的随机初始点策略(Random initial point strategy，一种由Wong和Morris定义的基于划分搜

索空间的非均匀随机取样策略)['1. 1991年，Morris和Wong又将此方法和相应结果推广至连续优化间题并

允许邻域搜索带有随机性[po7
    但是，文献[9〕中的随机初始点策略只有在划分是均匀划分时才等价于常用策略.因此从文献[9〕仅能推

出基于均匀划分的划分策略即均分策略优于常用策略.这就自然引出如何评价非均匀划分策略以及什么是

最好的划分策略的问题.文献〔9]把这个间题作为遗留间题提出来而没有解决.此外，划分策略如果比常用策

略有优势，那么这种优势有多大?划分策略的实质是什么?对此文献〔9〕没有给出理论分析.

    本文对以上问题做了解答，从而对划分策略的性能做出了完整的评价.我们在第2节定义了划分类的均

匀性偏序关系，定义了与划分策略有关的各种多初始点选择策略，以及必要的概念和符号约定;在第3节定义

了划分类的平均划分性能和最坏划分性能两个性能判据，证明了划分类越均匀，相应策略的性能就越好，不仅

证明了均分策略是最优的划分策略，而且对不同的非均分策略的性能也进行了比较，彻底解决了文献[9]提出

的遗留问题;在第4节给出了划分策略的性能上界，给出了作为最优划分策略的均分策略的性能上下界，从而

可以准确估计均分策略比常用策略性能提高的界限;最后，在第5节总结了全文工作和观点.

2 概念和符号

    本节介绍必要的概念和约定，并尽可能采用与文献[9]一致的术语和符号以便于比较.由于篇幅所限，本

文所有定理的证明不在文中给出，请参见文献[Ill.

2.1集合的划分、划分类及均匀性偏序关系

    集合S的子集族P=is�s2,.-,sm}若满足V 1St*3<-二、s; c: s,s; -* o,s. n s，二

则称P为S的一个m划分，S‘称为P的一个划分块，

m, Us;=s,

有限集合S的一个m划分P，若其中大小为k‘的划分块分别有a;个，满足y1 <i :i-L j <t,k;,a;EN,k;:y-Lk;,

m,艺k;a‘一}Sl，则称划分尸的类型为T一k"ik"z ...k"t1   z      e.类型T同时也表示所有类型为T的S的划分 
 
-- 

 
ai

，艺
间
的集合，称作S的一个划分类.

    设T是S的一个m划分类，T中任一划分的划分块大小分别为k�k2, ... ,km，若3 i,j,l<i}jSm,k;S气

-2则令k;=k;+1,月=k，一1;d 1<1<-,, =A i,j，令k,'二k,.设划分块大小分别为粼，码，⋯，呱的划分

所在的划分类为TI，我们定义划分类T的均匀性小于划分类T'的均匀性，记作T < T'.将S的m划分类间这

个均匀性关系“<”扩充为它的自反传递闭包，记为“二”.易证“二”构成S的m划分类间关于均匀性的一个偏

序关系.从定义过程不难看出这个偏序关系的定义与我们对划分类均匀性关系的直观认识是一致的.

    引理1. 给定有限集合S, IS l=:，给定划分数m〔N,2<m<s，设￡=qm+r,0<r<m.在如上定

义的S的m划分类间的均匀性偏序关系“二”下，存在最大元.当r=0时，最大元为qm;当0<r<m时，最大
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元为宁，一f匆+1)'.

    当(SI =4m时，我们称划分类4"̀及其中的任一个划分为均分.由于}引 不一定可被m除尽，因此S的m

划分类中最大元不一定能达到均分.

2.2 几种多初始点选择策略
    不失一般性，我们以最小化问题作为研究对象.给定一个最小化间题的实例((S,f)，其中S是离散、有限

的可行点集即搜索空间，f:S--R是目标函数，我们要求f在S上的最小值.

    给定一个邻域搜索算法A，本文要求A是确定性的，即从同一实例的同一初始点出发所经过的路径是唯

一的，此外对A没有任何其它限制.给定一个初始点选择策略I，按照I从S中选择n个点XI ,x2,...,x�(可能有

重复)作为初始点，设从x‘出发经算法A所给出的局部最小值为A(xi)，则称厌= min {A(xi),1 < i < n}为

策略I下n个初始点XI ,xz,...,x。经算法A局部搜索求出的实例((S,f)的解一 般地讲，厌只是近似最小值;

当初始点选择策略1带有随机性时，Bq也带有随机性，只能以一定概率达到精确最小值.而比较不同初始点选

择策略的性能，就是比较它们在其它条件相同时，相应的B.'达到精确最小值的概率，或者更进一步，比较相应

的B;的概率分布.为此，我们要用到一个“吸引域”的概念，定义为D(r)={xESIA(x)>r}，其中rER.以

上约定均与文献[9〕一致.

    下面介绍几种初始点选择策略.设初始点个数为n，划分数为m，为方便说明与计算，不失一般性，假设

n=km,k之 1:

    ·均匀随机初始点选择策略Ro

    对S进行n次有放回的均匀独立取样，得n个初始点，相对应的解记为BRO.这是我们所说的常用策略.

    ·基于划分P={S1,SZ,- ,S尉的初始点选择策略P

    在S‘中均匀随机选择k个点，组成mk二n个初始点，相对应的解记为买.这是文献仁9]提出的新策略— 划

分策略.

    ·基于划分P一{S�SZ I,*, IS.}的非均匀随机初始点选择策略RP
    以I /M的概率选中{S1,Sz,...IS尉中的一个划分块S;，再从S、中均匀随机取一点，独立重复此过程n次得

到n个初始点，相对应的解记为B犷.文献〔9]称此策略为“Random initial point strategy"，与R。策略是不同的.

    ·基于随机选择划分类T中划分的初始点选择策略T

    在T中随机选择一个元素P，再以基于划分P的初始点选择策略选n个初始点，相对应的解记为B}.

    ·均匀随机无放回取样策略R(m,k)
    从S中均匀无放回取样m个点，独立重复此过程k次，得mk=n个初始点，相对应的解记为Bnc'.t>.

    文献〔9」的成果是证明了任意实例下，任给一个划分P，有Pr(买<r)>Pr(Bp<r),yrER.但是常

用策略是R。而不是RP.因此本文将着重比较P策略与Ro,T,R(m,k)等策略的关系，以深入理解划分策略的

性能和实质.

    对于与m划分有关的策略，我们称n=m时的多初始点搜索求解为基于相应策略的一遍试验.同时为了

便于比较，也称n=m时基于其它策略的多初始点搜索求解为一遍试验.n=km时相应称为k遍试验.这也同

文献〔9]一致.

3 不同划分策略的性能比较

    上节我们定义了m划分类的均匀性偏序关系，本节我们讨论划分类的均匀性与相应的划分策略的性能

之间的关系.这要求我们首先明确以什么样的标准来度量和比较性能.

    我们不采用比较两个具体划分的性能的方法，因为任一个划分均可以找到对其极为有利的实例，也可以

找到对其极为不利的实例，从而这种比较方法无法获得稳定一致的结论和明确的认识.我们也不采用比较具

体划分对所有实例的平均性能或对最坏实例的性能的方法，因为这要求对实例分布、具体的邻域搜索算法决

定的吸引域D(r)的特点等有更多的了解或假设，这样得出的结论相对比较弱.
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    我们的方法是比较任一实例下整个划分类的性能，具体地讲，有两个性能标准:一个是划分类中全体划分

的平均性能即策略T的性能，另一个是划分类中最坏划分的性能一 般地讲，我们并不知道划分类中哪个划

分最适合当前实例，选择划分时具有盲目性或随机性，因此从这个角度讲我们比较随机选择划分下的期望性

能即划分类中全体划分的平均性能是合理的.这是我们定义第一种性能标准的理由之一。另一个理由请参见

定理1后面的讨论.第二种标准是为了衡量划分类的最大风险.这两个标准不仅可以获得稳定一致的结论，而

且与实例分布、搜索方法等完全无关.

    定理1. 任给一个最小化间题的实例((s,f),ISI=:，任给确定性的邻域搜索算法A，任给划分数mEN,

2<m<s，任给试验遍数kEN，任给性能指标rER，设 I D(r)}=d.设T是S的任一个m划分类，P二{别，

醚," ",S黝是T中任一个确定的划分，}别}二Si ,l三i三m.则有:

Pr(BL < r)=‘一、:1，:2晃二}。:(套I D(r) n si IS1.S2.""".SmIET =1         Isi I{‘/IT，
‘一。I_仄   II I DIS } 0i}S.IDIad} -1 )‘/(S1d
一1一 E

h A, ..   习
1二7三爪
‘，一‘(f,i=1(s;1i;{(立s )i=1   }‘/(s1I d

    定理1实质上是一个非常一般的公式，在本文具体背景下又有非常特殊的含义.如果假设“若某一实例在

/下的吸引域}D(r) I二d，则任一大小为d的S的子集均是某一实例在，下的吸引域，且这样的实例分布均

匀”成立，那么定理1表明基于随机选择划分类中划分的初始点选择策略T的算法性能等于基于划分类中任

一划分的初始点选择策略尸的算法对于不同实例的平均性能.但是我们可以保证选择划分的随机性，即策略

T是可以实现的，却无法保证实例按假设分布.这揭示了随机性算法的性能与确定性算法对实例平均的性能

之间的联系与区别.定理1也进一步说明我们选择划分类中全体划分的平均性能作为比较标准的合理性，即

在保证可实现性而不依赖于假设的同时，在一定意义下也对具体划分的平均性能做出了比较.

    推论1. 就一遍试验而言，任一m划分类的平均划分性能均等于R(m,1)策略的性能.即Fl (SIP，Isi=:，

d A,V m E N,2< m < s,V r E R, ID(r)}=d,V m划分类T,

Pr (B,、:。一，;(。:(二，1)、。。一1-fm)/(s1I m
推论1提示我们，划分策略与均匀随机策略R。相比，实质上是企图避免R。策略中初始点可能的重复.

引理2.  d si,s2 E N,s, S s:一2,VdEZ,O<d<s,+s2,ykEZ,k>0，有

      d}s1}}才s2a
                ‘一。\‘j\“ 一 ‘

定理2.  d̀ (S, f),ISI=

d一 i
>_又

s,+ 1 s:一 1

d一i{1s,+1
.d-i{‘
  s:一 1)

··-51
s,V A,ymEN,2<m<s,ykEN,T是s的一个m划分类，其中任一划分

的划分块大小分别为s19s2I- Is-，且满足s,三s2一2.令成
大小分别为 r，   r，⋯，        r的划分所在划分类为T'，则有Vr

=:，+1,s2=s:一l's:二s;,3<i<m，设划分块

E R,Pr(BTF三r)二Pr(BT; < r).

定理2结合上节关于划分类均匀性的偏序关系定义可得下面推论.

    推论2. 划分类越均匀，划分类的平均划分性能越好.即v (S,f),ISI=s,v A,v m〔N,2<m<s,

vk〔N,v m划分类T�T2，若T, < TZ，则v r E R,Pr(BTi ，)< Pr(B二zx‘二).
    以上我们比较了不同划分类在平均划分性能标准下的性能 下面讨论最坏划分性能标准下划分类的性

能与其均匀性的关系.

    定理3.  v (S,f),ISI = s,v A,v m E N,2< m < s,V k E N，设T是S的一个m划分类，其中任一划

分的划分块大小分别为Si ,s2,- ,s.，且满足s1二s:一2.令s二= s,+J's么=s:一1,s; =s;,3二i三m，设划分

块大小分别为s; ,s2 ,... ,sm的划分所在划分类为T'，则有yr任R,minPr(B二，二r)二minPr(B二，三r).

推论3. 划分类越均匀，划分类的最坏划分性能越好.即v (s,f),ISI=s,v AN m〔N,2<m<s,

vkEN,VS的m划分类T�TZ，若T, < Ta，则v r E R,minPr(BL < r) G minPr(B,P�k < r).
PET, PETZ
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至此，我们证明了在本文定义的划分类均匀性偏序关系下，按照划分类的平均划分性能和最坏划分性能

标准，均有相同的结论:划分类越均匀，相应的初始点选择策略性能越好.

4 划分策略的性能估计

本节我们将估计划分策略的性能上下界，从而可以知道划分策略可能比常用策略性能提高的限度.

定理4.  d (S, f),ISI=s,V A,V m E N,2< m < s,y r E R, I D(r) I=d,ykEN,VS的m划分类

T,Pr(B二‘

    推论

、:。、Pr(BR.(k",k)、二，一1-fml‘/(s1m‘·
4.  d (S,f),IS}=s,V AN m E N,2<m<s,y r E R, ID(r)}=d,VkEN,VS的m划分类

二，miner (B,Pak、:)、Pr (BR.;',")、。)一1一}d}‘/{’}‘.
定理4及推论4告诉我们任意m划分类的平均划分性能及最坏划分性能的上界.这样我们可以知道，如

果存在比Ro

    定理5.

好的划分策略，那么至多能提高多少.为此我们先讨论是否存在比R。好的划分策略.

d (S,f),ISI=s,V AN m E N,m整除s,VkC-N,VS的m均匀划分P = {S),Sl,...IS.)'

I S,}= ,1<i<m，有V r E R,Pr(BRE < r) :!}} Pr (BP, < r).

推论5.  d (S, f),ISI=s,V AN m E N,s=gm,ykEN，设划分类T=q.，则 d̀rER,

Pr(B触二r)二Pr(BTTh二r)二Pr(Bm(m'k)三r)

Pr (B'-g < r)min
Pe了

二Pr(B二，G r)三Pr(B分,k)二r)

    由上可见，任一个均匀划分下的初始点选择策略均优于常用的均匀随机策略Ra，并进一步保证均匀划分类

的性能在平均划分性能和最坏划分性能两种标准下均优于常用策略R。一 般地讲，所有这些性质是非均匀划分

或划分类(即使是最大元)所不具备的，可以构造友例来说明这一点.在实际问题中，均分搜索空间是容易实现

的.所以我们可以说存在唯一的一种划分策略即均分策略在任一个实例下均优于常用策略Ra.由推论5我们可

以估计这种优势的界限.由于R。策略与R(m,k)策略的区别仅仅在于初始点是否允许重复，而初始点的个数以

及划分数相对搜索空间的大小是微不足道的，因此R。策略与R(m,k)策略的性能区别微乎其微，因而均分策略

对常用策略R。的改进更是微不足道的，而且远不如R(m,k)策略简单.

5 结 论

    本文针对文献〔9]的工作及有关间题做了比较完整深入的探讨，对于不同划分策略的优劣及性能估计给

出了明确的回答.我们认为划分策略的本质仅仅是企图避免初始点可能的重复，而这不是提高初始点策略性

能的一条有前途的路.尽管我们的证明是在离散搜索空间和确定性邻域搜索方式下做出的，我们认为在连续

搜索空间和随机性邻域搜索方式下结论是相同的.

    那么在初始点选择方面是否还有其它有希望的方法呢?具体地讲，是否存在比均匀随机无放回策略更好

的初始点策略呢?我们注意到试验设计的一些方法，但初步研究表明，要做到与实例无关是非常困难的.这个

问题值得深入研究.
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