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摘 要 本文使用随机3-SAT实例模型，对算法变换思想指导下设计的吴方法求解可满足性问题

的算法进行了实验，并与语义归结、支持集归结和DP算法进行了对比.
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Abstract   Using random 3-SAT instance model，an experimental evaluation of Wu's method for

solving SAT, and detailed comparisons with semantic resolution, set-of-support resolution and DP

algorithm are presented in this paper，further elaborating the idea of algorithm transform.
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1 引 言

    在“用吴方法求解可满足性问题(I)— 算法变换”一文(可以参见文献[1])中，我们在算法变换的思想

指导下，研究了用昊方法求解可满足性问题的特点.通过建立吴方法的基本操作与子句间有限制的归结操作

的对应，证明了吴方法求解可满足性问题基本上是一种以特征列计算为核心的有限制的子句归结过程，不仅

使吴方法和归结法相互引入新的概念和认识，而且在算法实现时可以避免复杂的多项式计算，同时可以更好

地利用问题特性和已有经验来计算吴方法的特征列，设计间题分解、变元定序的策略，以获得更高的效率.

    本文介绍有关吴方法求解SAT问题的详细实验结果和分析，实验分三部分:第一部分是吴方法的实现，

主要是通过实验决定采用何种变元序和分支策略最有效;第二部分是吴方法与归结法的比较，因为吴方法求

解SAT问题与归结法有密切联系;第三部分是吴方法与DP算法的比较，因为DP算法是目前SAT间题完备

算法中最有效的.

    间题模型采用常用的均匀随机3-SAT实例模型，这是一种公认的易于生成而又非常难解的实例模型，常
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用于测试各种SAT间题算法C21.设要求生成一个n个变元m个子句的随机实例，生成方法是:从n个变元中

随机选3个不同的变元，每个变元以0.5的概率变反后组成一个3个文字的子句，独立重复这一过程m次即

得，已有实验表明，m/n } 4. 3时，生成的实例有50%可满足，这时实例最难C21

    实验用的计算机是SGI-Elan4000工作站.所有程序均用C语言编写，并经最高级别的优化编译.

2 吴方法的实现

    在我们定义的算法变换下[Ell，吴方法的实现是比较简单的.子句多项式均按子句形式存放，子句用长度等

于变元数、元素为0,1，一1(分别表示相应变元在子句中不出现，以正文字出现，以负文字出现)的一维数组

统一表示;特征列计算采用深度优先策略，仅处理子句多项式，基本运算按定理2c'〕进行.只有两个环节需要

进一步通过实验确定:变元序和分支策略。我们实验了3种变元序:强约束变元高序，强约束变元低序和随机

序(参见文献[1]),2种分支策略:高冲突变元优先分支和低冲突变元优先分支(参见文献[1])，共6种组合.

表1给出了这6种组合对变元数为50，子句数为215的50个随机实例(其中27个可满足)的实验数据.

表 1 吴方法的各种实现(变元数二50，子句数=215，实例数=50(其中可满足实例数=27))

强约束变元低序 随机序 强约束变元高序

SAT UNSAT TOTAL SAT UNSAT TOTAL SAT UNSAT TOTAL

  低

冲突

变元

优先

分支

时间 0 1 0 1 6 4 29 109 66

节点数 17 28 23 36 113 72 328 999 637

基本运算 35778 70909 51938 121738 421027 259411 1811622 6617467 4022311

A 0 0 0 0 0 0 0 0 0

B 0 0 0 0 0 0 0 0 0

C 0 0 0 0 0 0 0 0 0

  高

冲突
变元

优先
分支

时间 0 2 1 3 10 6 22 61 40

节点数 65 141 100 144 433 277 364 904 612

基本运算 67684 156358 108474 241661 716021 459867 1413003 3813508 2517235

A 0 0 0 0 0 0 0 0 0

刀 0 0 0 0 0 0 0 0 0

C 0 0 0 0 0 0 0 0 0

注1: SAT,UNSAT,TOTAL分别表示可满足实例，不可满足实例，全体实例的平均数据;

注2:时间单位为秒，0表示小于。.5秒;

注3:节点数即计算特征列的次数，参见文献C11;

注4:基本运算是指定理2[;〕中情况2,3,4的总计数，

注5:A,B,C为第一个特征列的信息，其中A表示第一个特征列有使其初式不为。的零点的实例个数，B表示第一个特征

    列矛盾的实例个数，c表示第一个特征列既不矛盾又没有使其初式不为。的零点时，特征列中对应单元子句的子句

    多项式的个数.

    从表1的各项数据可以看出:

    (1)变元序对算法效率影响非常大.其中，“强约束变元低序”各项指标一致优于“随机序”，“随机序”各

项指标一致优于“强约束变元高序”，而且差异是很大的.这对吴方法求解一般问题时的变元定序也有启发，即

在定义某种约束后，将约束较强的变元序定得低些可能效果好一些.

    (2)分支策略对求解效率影响不如变元序大，相对优劣与变元序有关.分支策略必须配合变元序才能取

得较好的效果.

    (3)第一个特征列基本上没有可以马上利用的信息，进一步进行问题分解是必要的.

    因此，本文的吴方法实现采用“强约束变元低序”的变元序和“低冲突变元优先分支”的分支策略.我们进

一步测试了吴方法在更大规模间题上的性能，发现也是在m/n ;:} 4. 3附近比较难，其余较易.表2给出了变元

数为100，子句数分别为400,430,500，各10。个实例的包括有关指标平均、最小、最大值的实验数据.
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衷2 吴方法的性能(变元数二100，子句数=400,430,500，实例数各100)

实例数 时 间 节点数 基本运算

最小 平均 最大 最小 平均 最大 最小 平均 最大

子句数

  400

SAT 99 0 25 171 8 144 857 34546 952470 6335061

UNSAT 1 125 125 125 591 591 591 4703445 4703445 4703445

TOTAL 100 0 26 171 8 149 857 34546 989980 6335061

子句数

  430

SAT 54 1 38 355 11 165 1133 58457 1394844 12629841

UNSAT 46 21 83 237 87 313 841 807036 2997091 8661354

TOTAL 100 1 59 355 11 233 1133 58457 2131877 12629841

子句数

  500

SAT 1 4 4 4 15 15 15 150987 150987 150987

UNSAT 99 8 40 138 21 84 403 305857 1430169 4971739

TOTAL 100 4 40 138 15 83 403 150987 1417377 4971739

注:数据说明见表1注.

3 吴方法与归结法的比较

    文献〔1〕分析表明吴方法求解SAT间题与归结法有密切联系，因此我们对吴方法和归结法进行了比较.

我们选择了支持集归结和语义归结作为比较对象.

    支持集归结是1965年Wos等提出的[3]，其思想是:用归结法证明定理A, A A, A ... A A. - B实际上是

证明A,AA,A⋯AA.八万不可满足，而矛盾不大可能存在于前提中，因为前提通常是可满足的，因此应尽

量避免在厦A� A3 , ". , A尉的子句中归结一 般地，子句集S的一个子集T称为S的支持集，如果S一T是可满

足的.支持集归结就是归结过程中只选取不同时属于S一T的子句进行归结.支持集归结是完备的，而且是目

前归结定理证明中效率最高的方法闭，这是我们选择它与吴方法进行比较的原因.

    语义归结是1967年Slagle提出的[5]，对子句间的归结做了两点限制，在命题逻辑中表述为:(1)用子句集

S的一个解释I(即各命题变元的一组。,1赋值)将S分成两部分，S中在I下为真的子句组成S�S中在I下为

假的子句组成S,，规定归结只能在S，和S:的子句之间进行，S,内或S:内的子句间不允许进行归结;(2)规定命

题变元的一个序，S,和S:的子句进行归结时，归结变元必须是S:的子句中序最高的变元.语义归结是完备的，

支持集归结可以看成是语义归结的特例;此外，语义归结的第2个限制与吴方法极为相似，因此我们也把语义归

结与吴方法进行了比较.

    支持集归结的实现主要需解决支持集的确定问题.定理证明中支持集常由结论取反构成，而SAT间题是

判定形式，没有结论部分可以利用.我们采用两种方法确定支持集:一种方法是随机生成一个解释，初始子句

集中在此解释下为假的子句构成支持集，我们称之为“随机生成解释”;另一种方法是用局部搜索方法寻找一

个较好的解释，使初始子句集中在此解释下为假的子句构成的支持集尽可能小，我们称之为“局部搜索解释”.

    语义归结的实现需要解决两个问题:划分子句集的解释和变元序.划分子句集的解释的确定我们采用了

和确定支持集相同的两种方法，即随机生成一个解释，或由局部搜索方法寻找一个使初始子句集中在此解释

下为假的子句尽可能少的解释.变元序的确定我们采用了吴方法实验的3种变元序:强约束变元低序，随机序

和强约束变元高序。

    把局部搜索方法应用到归结法中是一个新的尝试.近几年来，应用局部搜索方法求解SAT问题取得了很大

进展Cz]，其特点是:如果实例可满足，则局部搜索方法一般可以非常高效地找到一个解;如果实例不可满足，则局

部搜索方法无法给出任何明确的结论，但是一般可以找到一个解释，使在此解释下为假的子句数达到极少.如

何利用局部搜索给出的信息加速对不可满足实例的证明一直没有很好的结果.我们把局部搜索用到归结法求解

SAT问题上，一个目的是在把局部搜索应用到一阶谓词逻辑归结定理证明之前，先在命题逻辑归结定理证明中

实验其可行性;对本文来讲，更重要的目的是提高归结法的效率，尽可能用最好的归结法与吴方法进行比较.

    我们实现了以上6种语义归结和2种支持集归结，以便选出最好的一种与昊方法进行比较.程序实现时，
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对所有子句均建立索引表，使各变元通过索引表可以方便地访间变元以正文字或负文字出现的子句，从而使

归结操作避免不必要的查找;采用单元子句优先归结的策略以提高归结效率;归结生成的子句进行包容检查

之后再加入子句集，这一过程虽然最为费时，但如果不做包容检查，则归结法很快就会因生成大量无用子句而

陷于瘫痪[41;子句表最大容量定为10000个子句，超过这个限度还没有结果即宣布该归结法失败.表3.1,

表3.2给出了有关数据。

表3.1 归结法实现(变元数=30，子句数=129，实例数=50(其中可满足实例数=25))

语义归结
支持集归结

强约束变元低序 随机序 强约束变元高序
SAT UNSAT SAT UNSAT SAT UNSAT SAT UNSAT

随

机

生

成

解

释

解出的实例数 25 25 9 5 1 0 0 0

时间 20 20 67 60 100

归结操作 23602 23708 63240 51730 101113

包容过程调用 20103 20249 56145 44295 87632

包容操作 5266310 4932749 17038533 14793143 30461750

子句表中子句数 3183 4281 7128 7906 8434

初始不满足子句数 17 15 15 13 10

局

部

搜

索

解

释

解出的实例数 25 25 25 9 25 0 25 0

时间 0 8 0 32 0 0

归结操作 0 10804 0 27696 0 0

包容过程调用 0 9124 0 24139 0 0

包容操作 0 1798941 0 5613506 0 0

子句表中子句数 129 3104 129 6543 129 129

初始不满足子句数 0 1 0 1 0 0

表3.2 支持集归结(变元数=12，子句数二60，实例数二50(其中可满足实例数=24))

解出的
实例数

时间 归结操作 包容过
程调用

包容操作 子句表中

子句数

初始不满

足子句数

随机生成

  解释

SAT 24 1 11227 8441 702798 1889 7

UNSAT 26 2 12867 9659 945420 2202 7

局部搜索
  解释

SAT 24 0 0 0 0 60 0

UNSAT 26 2 9845 7461 700371 1864 1

注1:表中所给出的数据是归结法在1000。个子句内得出解答的实例的平均数据;

注2:归结操作计数中不包括单元归结操作;

注3:包容过程调用不记单元归结中的包容过程调用;

注4:包容操作是指包容过程中的基本操作两子句间的包容检查，也不记单元归结中的包容操作.因为包容操作约占85写

    的运行时间，而我们不排除有更有效的包容操作实现方法，为慎重起见，我们同时给出“包容过程调用”和“包容操

    作”两个数据，相当于给出了包容基本操作的下界和上界;

注5:子句表中子句数是指不被当时子句表中已有子句包容的归结式子句数和初始子句集中子句数之和;

注6:由于支持集归结对变元数30、子句数129的实例无有效结果，我们又对它测试了变元数12、子句数60的实例;

注7:对可满足实例，用局部搜索方法寻找划分子句集的解释(对语义归结)或尽可能小的支持集(对支持集归结)时已经

    给出实例的解，因而不必再进行归结过程.但切记:这不是归结法的威力，而是局部搜索方法的威力.在用吴方法之

    前用局部搜索方法做预处理会有同样结果.因此，应注意的是局部搜索方法对归结法证明不可满足实例的作用.

    从表3.1，表3.2的各项数据可以看出:

    (1)语义归结要比支持集归结好很多.这可能是命题逻辑特有的，也可能与我们的间题模型有关.

    (2)语义归结中，变元序的作用非常大，其中，“强约束变元低序”各项指标一致优于“随机序”，“随机序”

各项指标一致优于“强约束变元高序”，而且差异是很大的.这与吴方法的实验结果相同.

    (3)局部搜索方法的引入对可满足实例的效果是可以预料到的，重要的是它对归结法证明不可满足实例
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的作用非常显著，使语义归结各项指标改善了100%，支持集归结各项指标改善了20%.因此，把局部搜索方

法引入一阶谓词逻辑归结定理证明，在子句集的H解释空间中进行局部搜索，可能对支持集归结中支持集的

选择、语义归结中划分子句集的解释的选择、线性归结中顶子句的选择这些直接影响相应归结方法效率的关

键环节有较大帮助，是一个值得研究的有希望的方向.

    我们比较了吴方法与强约束变元低序下的语义归结.尽管归结法的两大基本操作归结和包容的计数中

不包括单元归结中的有关操作，而吴方法的基本操作计数中包含了所有操作;此外，局部搜索方法的应用使语

义归结的效率提高了一倍;但无论从基本操作计数还是从时间上看，吴方法的优势是显而易见的，而且优势很

大.具体数据见表4.

表4 吴方法与语义归结的比较(变元数=30，子句数=129，实例数=50(其中可满足实例数=25))

可满足实例 不可满足实例

时间 基本操作 时间 基本操作

    语义归结

(强约束变元低序，
    随机生成解释)

20

  归结操作二23602
包容过程调用=20103

包容操作=5266310

20

  归结操作二23708
包容过程调用=20249
包容操作=4932749

吴方法 0 6701 0 8980

    语义归结

(强约束变元低序，
  局部搜索解释)

0 0 8

  归结操作=10804
包容过程调用=9124
包容操作=1798941

注1:本实验与表3是同一组实例;

注2:有关基本操作的说明参见表1和表3的注.

4 吴方法与DP算法的比较

    DP算法是目前求解SAT问题的完备算法中效率最高的一个，因此我们有必要把吴方法与DP算法进行

比较，以全面评价吴方法的效率.

    DP算法经过几年来的集中研究，算法实现得比较好，其中分支变元的选取是关键.我们采用约束强的变

元优先分支，变元约束强弱用变元以正文字出现的子句数和以负文字出现的子句数之乘积来估计，乘积越大，

约束越强.吴方法的分支策略就是借鉴了DP算法的这一分支策略并利用特征列的信息而设计的.与吴方法

有所不同的是，DP算法在搜索树的各个节点上将动态调整变元序，而不是在搜索前一次定序后不再变化.

表5给出了DP算法和吴方法对变元数为100、子句数为430的100个随机实例的实验数据.

表5 吴方法与DP算法比较(变元数=100，子句数=430，实例数=100(其中可满足实例数=54))

可满足实例 不可满足实例 全体实例

时间 节点数 时间 节点数 时间 节点数

DP算法 0 155 0 471 0 301

吴方法 38 165 83 313 59 233

注:本组实例与表2中同一规模的那组实例是相同的.

    从表5的数据看，吴方法的搜索树要比DP算法的搜索树小，但总的效率有很大差距.

    我们进一步实验了把吴方法的特征列计算作为节点操作嵌入DP算法的想法，即在DP算法搜索树的每

个节点上做完单元归结后，若既没发现矛盾也没找到解，则计算当前节点子问题(仍是子句集)的特征列，其中

变元序在节点处按当前子问题强约束变元低序的策略动态确定.如果特征列计算发现矛盾或者找到解，则该

节点计算可以比DP算法提前结束.如果特征列计算既没发现矛盾也没找到解，则继续按DP算法求解.表6

对变元数为100、子句数为430的100个随机实例实验了这个想法.
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表6 把吴方法的特征列计算嵌人DP算法，并与吴方法和DP算法比较

      (变元数=100，子句数=430，实例数=100(其中可满足实例数=54)

可满足实例 不可满足实例 全体实例

时间 节点数 时间 节点数 时间 节点数

DP算法 0 155 0 471 0 301

吴方法 38 165 83 313 59 233

把吴方法的

特征列计算

嵌人DP算法

6 50 19 124 12 84

注:本实验与表5是同一组实例.

    从表6的数据看，把吴方法的特征列计算嵌入DP算法后，节点数和时间均比吴方法要好;但与DP算法

相比，尽管节点数下降很大，总的效率仍有差距.

    提高吴方法的实现效率，关键在于提高特征列的计算效率.目前看来特征列的计算还有可能进一步减少

无用操作，主要是改变特征列计算时“牵一发而动全身”的特点，即在基列有所变化时，并不一定要重新计算所

有多项式对此基列的余式，当然这需要进行必要的标记以及进一步的实验.

5 结 论

    本文通过对吴方法求解SAT问题的实验研究，进一步示范了算法变换的应用及其价值.吴方法实现中变

元序的选择、分支策略、特征列计算嵌入DP算法的节点，以及语义归结和支持集归结中利用局部搜索选择解

释等等，都表现出算法变换带给我们的启发和效率.从实验结果看，对于求解SAT问题，吴方法比归结法的效

率要高，但是比DP算法还有很大差距.不过应当清楚，如果没有算法变换，吴方法的实现效率之低是不难想

象的.除了算法变换，文中提出的在自动推理中应用局部搜索的思想也是值得进一步探讨的.
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